. Поим за неопределен интеграл 
. Смена на променливата во неопределениот интеграл 
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Поим за неопределен интеграл 

Се дефинира примитивна функција и неопределн интеграл. Се дава 
таблица од основни интеграли и правила за интегрирање. ТВе ритиуе 
ЃипсНоп апд поп ргорег (перга! 15 феПпеПд. "Тре гаБје оѓ поп ргорег 
шевгај5 15 вјуеп. 


ПОИМ ЗА НЕОПРЕДЕЛЕН ИНТЕГРАЛ И НЕГОВО 
РЕШАВАЊЕ 


Во делот диференцијално сметање за функција од една променлива, за 
дадена функција се бараше нејзиниот извод. Сосема пририродно е да 
се постави инверзната задача: како да се определи функцијата чии што 
извод е познат? 


Дефиниција: 


Функцијата Е(с) е примитивна функција за функцијата Ј (2) на јав) 
ако Уг с (а,б) важи 
Едианоп: 


Бидејки важи 
Едианоп: 


(Е(е) С) --Е (е) -- Ј(е),С -- сопок, 


тоа значи дека постои цела класа функции Е(х) -- С кои меѓусебно се 
разликуваат за константа С и имаат ист извод 1 (2). 


Дефиниција : 


Нека Е(2) е примитивна функција за функцијата Ј (2) на ја,б|. 
Множеството примитивни функции Е(ж) -- С се нарекува 
неопределен интеграл за функцијата ј (2) и се означува со 


Едиабоп: 


Ехатр!е: 

Пример 1. 

Познато ни е дека за функцијата Ј (2) -- ша изводоте ј (2) -- --, па 
оттаму со инверзна постапка (интегрирање) 

тавани ај НО 


Ознаката за интеграл Је издолжена буква 5 и е воведена од Лајбниц. 
Тоа е првата буква од зборот сума, а потекнува од дефиницијата за 
определен интеграл кој се дефинира преку суми наречени интегрални 
суми. 


Во неопределениот интеграл Ј Ј(е)4х -- Е(Ф) -- С: 
е: изразот Ј(С)Чх се нарекува подинтегрален израз; 
: функцијата ј(г) се нарекува подинтегрална функција; 


ге Се интегрална константа. 


Постапката за наоѓање на неопределен инеграл за функцијата Ј(г) се 
нарекува интегрирање на функцијата 1 (2). 


Од дефиницијата за неопределен интеграл следува дека: 


: Едиабоп: 


И 


/ ја)ах) - (Ре) СО)" - Ра) -- Ја) 


: Едианбоп: 


4 ј анескајивајаојесанјојси бајавеоуваје 


: Едианпоп: 


Правила за интегрирање 

За интегралите важат само следните две правила: 
. Ја) и)ас - Ј Ка)ак е ија) 

2. | КЕ(е)ах -- К Ј Ј(е)4ах,(Ќ -- соп5е). 


Овие правила лесно се докажуваат со диференцирање на наведените 
равенства. 


Таблица од основни интеграли 


Аналогно како за изводите, и за интегралите се дава таблица ОД 
основни интеграли, а тоа се оние интеграли на кои се сведуваат сите 
интеграли кои може да се решат. Оваа таблица е инверзна на таблицата 
ОД ИЗВОДИ, бидејки и постапката интегрирање е инверзна на постапката 
диференцирање. Воглавно таблицата од основни интеграли е следната: 


Јане Киа БС(п -1) 


Ј ах с Ш | га | зС 
Је"ак се? С 
Јагах-- 8 чС 
Јшхах -- --совг -- С 


Ј совхах -- ша С 


Ј--Зах скапа С 


СО5“ а 


Ј-Зх -- -собе ч С 


чиа 


Ј тук -- агскапе -- С 


Јод Хи | Ен | зС 


1 Ра . 
Ј ле Ах -- агсета - С 
Ј-лекс Шема | тО 


Таблица од основни интеграли (таблични интеграли) 


Видовме дека за секоја непрекината функција лесно може да се најде 
нејзиниот извод, додека обратната задача е многу потешка. Може да се 
најде интеграл од непрекината функција само ако таа се сведе на некој 
наведените видови интеграли дадени во таблицата од основни 
интеграли. Затоа и задачата за решавање на интеграл, односно 
определувањето на примитивната функција не е само потешка задача 
туку во општ случај таа е нерешлива. 


Ехатр!е: 
Пример 2. 


т-хаѓ- дк 
а таа ро 


Да се реши интегралот Ј - 


РЕШЕНИЕ: 
За решавање на оваа задача се применуваат двете правила за 
интегрирање 


ре а.д 2 
Ја Зак 


-- Ј 8 сво | зн 


е ја Ин Роучре та Са 
1 а стаса 


Ехатр!е: 

Пример 3. 

Да се реши интегралот Ј 
РЕШЕНИЕ: 

Бидејки подинтегралната функција не е функција содржана во 
таблицата од интеграли, со трансформации таа треба да се сведе на 
решлив-табличен вид. За таа цел се применуваат тригонометриските 


Сеаинак Сенки 
создх-ејтаа 


релацијии 

На 
совдх -- совѓа -- 8“ 
И 


до 
совѓа Сашо сс 1 
и интегралот е 


Ј со се 
созда др 


2 
вет сој ма д-р до ах и 


со, Ф--ат Ка 


ШЕ Сеа СОЗ сов" воде ЌЕ ах с Ги 
сов? Ар 


соја ој Ј ах с- 


соз? Ни „сов? Ни 


ЛАВ ДС сов“ ду -- 


са Ј-4 И Цар 


сов а 


сир те 


Ехатр!е: 
Пример 4. 
2 
Да се реши интегралот Ј ек 


РЕШЕТЕ 
И оваа подинтегрална функција не е табличен случај, затоа најпрво 


квадрираме и вршиме подредување на собироците од броителот. 
Скај. “и 
лета „рал ЧАС 


С.Л адкцо? Ба 
еваји ЕЕ бре 


Шт ај за Ах ШЕ Еј 


с Ш | г | -дагскапе ч С. 


-- „Зи сак с 


Мора да се нагласи дека при решавање на интегралите, само мал број 
од нив се основни. За таа цел постојат методи со кои интегралите се 
сведуваат на основни, а такви се методот на смена на променливата и 
парцијална интеграција. 


Смена на променливата во неопределениот интеграл 
Се прикажуваат повеќе смени на променливата во решавање на неопределениот интеграл. Тие тефоа оѓ 
5иројишцоп оѓ Фе уацар!е ш поп ргорег шевга! 15 5Вомт. 


СМЕНА НА ПРОМЕНЛИВАТА ВО НЕОПРЕДЕЛЕНИОТ ИНТЕГРАЛ 


Нека во интегралот 
Ециабоп: 


ј Је)ах 


подинтегралната функција 1 (г) не е некоја од наведените во таблицата од основни интеграли. Ако за 
независната променлива : се воведе смена на променливата 


г сс 9(6), 


каде ќе нова независна промелива, а д(ќ) диференцијабилна функција, тогаш ако со смена на 
подинтегралниот израз 
Ециабоп: 


И(е)дх -- Ј(9(8))9 (Ед 
се добие интеграл од основната талица, по интегрирање и враќање на првобитната променлива се добива 


решението на интегралот 
Ециабоп: 


Ј ад - ј Кобд)д (да Ра) ОС Во Че) С. 


Овој метод наречен метод на смена на промеливата се користи ако по новата променлива се добие 
основен интеграл, а после неговото решавање по новата промелива се враќаме на првобитната променлива. 


Преку различни карактеристични примери ќе го прикажеме методот на смена на променливата во 
решавање на интегралите. 


Пример 1. 
Да се реши интегралот Ј ашаЗхах. 
За решавање на овој интеграл, за кој подинтегралната функција 5ш3х не е елементарна, се воведува 


смената 
Ециабоп: 


и со нејзино диференцирање се добива 
Ециабоп: 


вак фен фо Зи. 


Затоа решението на интегралот е 
Ециабоп: 


Ј зиазкак Ш Ја“ ст н. Ј зами ЕЈ та СС - ! совах -Е С. 
Б Б Б Б 


Пример 2. 
1 
Да се реши интегралот Ј 5.-дх. 


Интегралот не е табличен, но линеарниот член во именителот асоцира на табличен интеграл чие решение е 
логаритамска функција. Се воведува смената 


2х-- 3 -- Е-5 2д4к -- 4Е -- ах Те, 


со која интегралот се сведува на табличен и се решава: 


Јауакс 1 Ј Ж- Ти |Е| НО - Ти | аж- 3 | зо, 


Пример 3. 
Да се реши интегралот Ј еМа2  Зах. 


Во овој пример се забележува дека под знакот за квадратен корен се наоѓа квадратна функција, а во 
подинтегралната функција се наоѓа како множител линерна функција која е извод од квадратна функција. 
Затоа се корисити смената 

Ециабоп: 


ааа 
2хак ДЕ хах- Ч 


и интегралот по новата променлива е решлив и табличен 
Ециабоп: 


КО „ел ЕЗ „(е ЕЗЈАОЕ ЗСО, 


Јава Ј Мо И 


Пример 4. 
Да се реши интегралот Ј ќапхакх. 


Поднитегралната функција (апг не е наведена во табличните интеграли и затоа во интегралот 


Ециабоп: 
ша 
Ј Капхакх -- ј Ах 
сове 


се користи смената 
Ециабоп: 


сове -- Е -- -шхах - 4 


со која интегралот е решлив 
Едиабоп: 


1 ЧЕ 
Јака Ј ааак- /5 чо -Ш || БС зе -Ја | сове | ТС. 


СО 


Аналогно, Ј сосхах -- Ш | вшгг | ЗС. 


Пример 5. 


4х 
Интегралот од облик Ј - тато 


4Чх је 
Кој 4Чк -- атскапа -Е С. 


4х се решава со негово сведување на табличниот интеграл 


За таа цел интегралот се доведува во облик 


ах АА ах 
Ј режте ЧХ-- се ах 


за кој се користи смената 
Ециабоп: 


оф еене 
а 


со која интегралот се решава 


Ециабоп: 
4 1 4 1 4 1 4 1 1 
Ј сеа Ени села „ЧА саат е е, “Ј -- --агскапе -- С - агекад СС. 
ага а? ЕД а? 1-4 а Ши а 
СТ 
Пример 6. 


Со иста смена и аналогна постапка се решаваат и интегралите 


4 1 
Јако зо | ае | СО 
Ециабоп: 


4 
Ј-нсак Е- Гана те 
ааа а 


Ециабоп: 


4 ЕТЕ 
Дрсувс ман Маче то. 
га 


Пример 7. 


1 


Ах. 
8-рбх-дхе 


Да се реши интегралот Ј Т 


Квадратниот израз под квадратен корен се доведува до полн квадрат 


: 1 1 1 , 
Ц Сини Ј траки ае За Ј 9- (1 бкебе) ај те ее РЕНА 
1-3 
ах со -Ф 


се сведува на 
Ециабоп: 


Ј 1 Ах -- ЕЈ 1 дасе таен ЕС - Таа ЕС. 
„9 -- (1-- Зх)? 8Ј мое 8 8 8 3 


Пример 8. 
1 
Да се реши интегралот Ј „уреЧк 


Кога во подинтегралната функција се јавува корен, се воведува смена со која ќе се елиминира коренот. 
Затоа во овој пример се користи смента 


та ак зе 


Со оваа смена интегралот е решлив и 


Ециабоп: 
1 сет (а е 4 а Р ј ј ј -- 
Грк 3 Ја 3 Ј(Е- ан ав (5 -знан Ена) -е- 
3 У(е Ед - бг Таа | УгЕ1 2 | ЗС, 
бидејки 


а(а8 СЕ 2 „СС, 


Пример 9. 


И 9- х2)ѓ 
Да се реши интегралот Ј Хот) ду. 
Интегралите од обликот Ј Ј(Ма2 -- г2)дх се решаваат со смената г: -- ав. 


Во дадената задача а -- 3 и со воведување на смената 
Ециабоп: 


г с- З8аше 
Ах -- Зсозкде 


се добива 
Ециабоп: 


ј „ага ање. ј Џ(в-зна ) вооајавс ЕМ Ј ЧАСА со. цј Мои оа 


г5 Збошои 3 9 ош 


1 Едо Ш са рев. 1 5 Ш 1 5 
„- Ј-ЕдЕ- а Ј-Чва дес Ј “тес - ее О - О- ср? 


с6 НА ЕРЕЕ за 
5 5 ош ШЕ 


Од смената 


То ОВ сол 


Н а И 
ШЕ 3, 


сове МЕС те СИ (2)а 4 9 - г2, 


и враќајки се на решението на интегралот и негово изразување преку променливата 1: се добива 
Едиабоп: 


дај 5 1/95  а2)5 
им : ае еви о- 1 СО 1 148ч(0- а?) соја 1 
а 


45 шо 45 (е ДБ 


Парцијална интеграција 
Методот на парцијана интеграција се воведува како втор основен метод во решавање на интегралите. 


Парцијална интеграција 
Втор метод за решавање на интеграли е методот на парцијална интеграција. 
Нека и(2) и и() се две диференцијабилни функции кои накратко ќе ги означиме со ци д. 
Диференцијалот од нивниот производ е 
Едиацоп: 
а(иу) с- уди -- аду 


кој по интегрирање е 
Едиацоп: 


Ј ао И Јан Ја 


ИЛИ 
Едиабоп: 


ше Јан Јав 


од каде се добива образецот за парцијална интеграција: 
Едиабоп: 
ЕЕ с- ШУ -- ам. 


Методот на парцијална интеграција се применува кога се воочува дека обликот на подинтегралниот 
израз е пороизвод од функција (и) и диференцијал од друга функција (ду). Од функцијата и се бара 
нејзиниот диференцијал ди, а од диференцијалот 4Фу преку интегрирање се пресметува функцијата џ и 
се применува образецот за парцијална интеграција. Одбирањето кој израз ќе се земе за ц а кој за фу се 
врши преку согледување интегралот ј уди да биде полесен за решавање. 


Пример 1. 


Да се реши интегралот 
Едчабоп: 


Јава. 


Се воочува дека подинтегралниот израз е производ функцијата и -- г и диференцијалот фу -- ќе хак. 


Од и са со ди с- ах, 


а од 
Едиацоп: 


2 2 
1 - 1 
ааа Ј века Ј зи сак јок Ј ак Јакссикоа 
соваХ сов2а совдд 


Затоа 
Едиацоп: 


2 
Јака с- е(Брх -- а) - ке ауди с- хехе а | сова | Но ТС 
Едиацоп: 


за 
с- жбрх - ОТ -ЕШ | совг | ЗС. 


Пример 2. 
Да се реши интегралот 
ГТ -- ј ха. 


за да се решни овој интеграл, се применува парцијална интеграција. Во овој пример нема дилема во 
одбирањето на изразот за и, бидејќи подинтегралната функција не е производ од функции. Затоа 
Едиацоп: 


212 


и Што би с- Ах 


и 
Едиацоп: 


Ду (хи г. 


Решението на интегралот е 
ДЕ Јла“хах сашее-- 9 Ј "ех сата - 9 Јаахакх. 


Последниот интеграл ЈЦ с- Ј Шхах повторно се решава со парцијална интеграција во кој 
Едиацоп: 


1 
и ша со бис --ах 
Ба 


и 
Едиацоп: 


Дус4к-ис а 


и има решение 
Едиацоп: 


Пп - Јака аша- Ј сакање а. 
Би 


Затоа решението на интегралот е 


ГЈ ашде- 2 Јшхак саде - даа -- г) -- ае - 2хХша че ах С. 


Пример 3. 


Понекогаш во постапката на решавање на интеграл може повторно да се вратиме на првобитниот 
интеграл. Таков е на пример 


Јесс- Је“вахах. 


За негово решавање се применува парцијална интеграција и сосема е сеедно која од функциите е“ или 
заг се одбира за и. 


Нека 

ие“ со би - еѓак 

и 

Ду с- 5шхак -5 и - Јвашхах с- --Со5а. 


Применувајќи парцијална интеграција 
Едиацоп: 


Ј - Ј геаахак -- --еѓсова -- Ј ггеонедк. 


Новодобиентиот интеграл пак се решава со парцијална интеграција при што 
Едчабоп: 


ие соби - еѓак 


И 
Едиабоп: 


Чу с- совхак -5 шџ с / созхаАх -- 82 


и интегралот 


Т -- --е“сова - (е“вта -- Ј е“вашаакј -- --е“совг е“ -- Г. 


Забележуваме дека повторно се добива првобитниот интеграл и префрлувајќи го на левата страна во 
равенката се добива 
Едианоп: 


21 -- --е“сова - е“ашта 
или 
Едиацоп: 
21 -- еѓ(ваа -- сове) 
од каде изразувајќи го / се добива решението 
Едиацоп: 


е“ (ата -- соза) 
2 


ГТ -- СС. 


Методите на смена на променливата и парцијална интеграција многу често заеднички се применуваат 
во решавањето на интеграли. Тоа ке го илустрираме преку пример. 


Пример 4. 


Да се реши интегралот 
Едчабоп: 


хагсата 
г- ј 
м1 - г2 
Најпрво се воведува смена на променливата 


дв ЈА 1 па 
агсете -- (-5 да Ах с ак. 


Од смената агсојшт -- ќ 5 г -- 51 и интегралот се транформира во 


Ј - Јане 4х со Јешакаќ. 


Новодобиениот интеграл по промеливата ќ се решава со парцијална интеграција 
ис бо бис 46 

и 

Ду с- ааа си с- Ј виа с- --Ссо5ѓ. 

затоа 


Јс- Ј ќетањаќ с- --Гео5Е - Ј созкаќ с- --феоЕ -- 8 -Е С. 


Сега останува да се вратиме на старат променлива г. Во решението на интегралот врз база на смената 
ставаме 


Е -- агсоте, 


сов МИТ вас ма --вш (агсвта) с- МТ- а, 


5ШЕ -- зш(агсвта) с- г, 


и решението на интегралот е 
Едчабоп: 


ГЈ 1 - аѓатсета а ОС. 


Едиацоп: 


Интегрирање на тригонометриски функции 
Со користење на некои тригонометриски идентитети се покажува како може да се решат 
некои видови на интеграли од тригонометриски функции. 


Во случај кога подинтегралната функција е тригонометриска функција и така зададениот 
интеграл нее табличен, односно нерешлив, се применува некој тригонометриски идентитет 
кој го сведува зададениот интеграл на решлив. Такви тригонометриски идентитети се 
следните: 

Едиацоп: 


2 
те совет 1 
2 1--совах 


ШЕ с- со се? 1 -- сове с- 25Ш 


Сове а: -- „роза 5 1 4 сове -- деов? 


којн. КОВ 


шасова -- 52 


зтахсоврх -- 1 (вш(а -- б)г -- вш(а -- 6) г) 


! сов(а -- б)г -- сов(а -- 6) г) 


чшахешрх -- 


совахсоврх --(соз(а -- б)г -- сов(а -- 6)2). 


Примената на овие тригонометриски идентитети се покажува преку примери. 


Пример 1. 


Да се пресмета 
Едиацоп: 


/ а -- созалах. 


Едиацоп: 
Ја -- совеадх -- ЈПЕ с- ФЕ с- а Мдеов СС. 


Пример 2. 


Да се пресмета 
Едиацоп: 


/ чадхштохах. 


Едиацчоп: 


Јзаадхатбхах -- 1 Јјсов(2 -- 5)4 -- сов(2 -- 5)г|ах -- 1. Ј|сов(--3)г: -- совлхјак -- 


8 и -. 1, 5Ш8х 1 „ ва -. 5а3х 5шуХ 
с- 5- Ј(совдх - совух)дх -- 5 - 84. ое ВИ ој бени ае Са 


Пример 3. 


Да се пресмета 
Едиацоп: 


ја кап “хах. 


Едиацоп: 
. д 2 И. 
ча“ 1 - со5“а 1 сове 
Ј ахкак- Ј ак- Ј сета Ј ак ј Ах с-- ќапа -- г - С. 
сови сови сови сови 


Пример 4. 


Да се пресмета 
Едиацоп: 


ј кап хах. 
Едиацоп: 


1 -- со5ѓа 1 
Ј ава Со Ј азанавхак Со Јавете Се Ј ава 5 Ах - Ј ага. 
СО8“а 


Првиот интеграл се решава со смената: ќапг -- ќ-5 --1--х -- 46, а вториот интеграл е 
решен во претходната задача, затоа 
Едиацбоп: 
4 2 8 1.3 
ќап“хак -- / (д4Е-- (капа -- а) С - ЕЕ -- јаде Ка КС зад :-- капа ка С. 


Многу важни интеграли се: 
Едиацбоп: 


Јаа"хах; 


Ј сов"хах,(п с ДЛ) 


кои многу често се среќаваат во решавањето на интеграли и затоа ќе ја покажеме постапката 
за нивното решавање. 


Пример 5. 

Зат с Х,да се пресмета 

(с Јаша"хах. 

Зат -- 1, Ц- Јашхах -- -- сов -Е С. 


За -- 2, Ја хах -- 1 Ја -- совдх)4х -- З-- Тешах т С. 


Ни ка та ак ИН : 
Зап -- 3, пс Јеш"хак -- Јаш“авшхах -- Ја“ атак -- Ј(1 -- сов? )вшхак -- 
с Јешхах -- Ј собата. 
Вториот интеграл се решава со смената со5Д -- ќ -5 --ејшхах -- 4Е. 
Затоа 

са 0 кота 
Гас -- сове | зсов“а | С. 


Интегралите |, за т, непарен број се решаваат како последниот интеграл (15) со одвојување на 
најголемиот парен број од степенот и еден линеарен степен. 


Но кога степенот е парен број или број поголем од 3, се применува методот на парцијална 
интеграција со која интегралот се сведува на интеграл со степен помал за два. Тоа се т.н. 
рекурентни формули (рекурентни формули се равенки кои прикажуваат одредена постапка 
или процес преку повторување на иста постапка). 


Постапката за решавање на 
1 Јша"хах 


е преку следната парцијална интеграција: 
Едиацоп: 
Тесој ви же зш ува 
иа" е би (и -- 1)еш асовхах 
Ду с- 5шхах -5 ис -- сове 
Ге, -- -совави“ е (а -- 1) Јсовгави“ "ха -- 
с- -соваетт е (и -- 1) Ја -зада)ва" как -- 


с- сови“ а (п-- 1) Јаш" хак - (п-- 1) Ја "хах. 


Се забележува дека после една примена на методот на парцијална интеграција, повторно се 
враќаме на првобитниот интеграл и на уште еден интеграл од ист облик, но со степен помал 


за 2. Означувајки со Ј,2 -- Ј 5ш" Зак, се добива 
-„п-1 

ГЈ, -- -совавш“ Фе-(п-- 1) - (а - 1)Г,, 

односно решението на интегралот е 


-1 


Ѓ 1 Х п--1 . --д 
Ј ваа" хах со -- соеви" ФЕ. Коко Ја" хах - С. 


Оваа рекурентна фомула пак може да се примени за решавање на Ј, 2, која ќе се сведе на 
ГТ, 4...Постапката се применува се? дека не се дојде до /5 или Ју кои веќе ги решивме. 


Пример 6. 

Преку аналогна постапка се решаваат интегралите 

Цс Ј совхах -- зш - С. 

ГЈ совгхак -- 5 ЈП Ч совах)дк -- 5. Јашак  С. 


Јоѓе Ј сов"ах с- Тјасов“ 1 - ме гз ЕС. 


Интегрирање на дробнорационални функции 

Кога подинтегралната функција е права дробнорационална функција, именителот се факторизира, а од 
обликот на тие фактори функцијата се разложува на елементарни дропки кои се полесни за 
интегрирање. 


Најпрво да се потсетиме на поимот за полином и некои негови својства. 


Функцијата 
Едиацоп: 
Ре) сага“ аа“ Ера ла Сад, 
во која коефициентите а,(Е -- 0,--- ,п) се константи и ад :"Е 0, а пе природен број или нула се нарекува 


полином од т-ти ред по променливата г. 


Два полинома од ист ред се еднакви ако им се еднакви коефициентите пред соодветните степени на 
променливата. 


Равенката од облик 
Едиацоп: 


аат аа“ Ера ла јад с 0 


се нарекува алгебарска равенка, а нејзините т, по број нули (решенија на ревнката) се реални или 
имагинарни. 


Секој полином може да се претстави како производ од линерни фактори (множители) од обликот а --а 
и/или квадратни фактори од обликот ах“ -- Бх -- с кои не се сведуваат на линерани фактори. 


Ре(с) 
От(Ф) 
степените на полиномите од броителот и именителот важи: 


Количникот на два полинома Ри(х) и д(с) те. се нарекува дробнорационална функција. Ако за 


" пс т, функцијата е права дробнорационална функција; 
" пот, функција е неправа дробнорационална функција. 


Секоја неправа дробнорационална функција со делење може да се сведе на права. 


Пример 1. 


Сведување на права дробнорационална функција по претходно делење на полиномите од броителот и 
именителот: 
Едиацоп: 


4 
сосе чо 
г21 21 


Типови дробнорационални функции 


Секоја права дробнорационална функција може да се разложи на сума од елементарни 


дробнорационални функции од обликот (к-ајк ИЛИ ерата с каде А,В,С се константи, а К с Д. Во 


га 


Зависност од обликот на факторите од именителот, дробнорационалните функции се делат на четири 
типови и за секој од нив се дава постапка за нивно разложување со цел тие полесно да се интегрираат. 


Тип ГТ. Именител со различни линеарни фактори 


Нека именителот на дробнорационалната функција се факторизира со различни линерани фактори. На 
секој линеарен фактор г -- а од именителот му соодветствува собирок од облик при што 


Жг-а? 
коефициентот А треба да се определи. Интегралот 9 овој ТИП дробнорационални функции е сума од 
логаритамски функции, бидејќи дробнорационалната функција се спретставува со сума од елементарни 
функции (971 облик „А. а нивниот интеграл е 


Едиацоп: 


А 
Ј ове ањјасајње, 
га 


Пример 2. 


Да се пресмета 
Едиацоп: 


Ј 132 -6 4 
тес (ЈК, 
28 ра - бх 


Подинтегралната функција е дробнорационална и затоа најпрво се факторизира именителот: 
Едиацоп: 


“3 јад - бик ае? Че - б)-а(а - 2)(1 3). 


Бидејќи сите фактори на именителот се линерани и различни (именителот има три реални и различни 
нули), дробнорационалната функција се разложува на три собирока од обликот: 
Едиацоп: 


13: - 6 А В С 


та бк а г-2 ај 8 


и ако се ослободиме од именителот се добива 
Едиацоп: 


1За - 6 -- А(е - 2)(е 3) - Вх(е -- 3) ч- Сх(а - 2) 


и по средување на полиномот од десната страна по степените на 2 
Едиацоп: 


13е- 6 - (АЗВчСО)г? (Ач-3В - 2С)г - бА. 


Определувањето на коефициентите А,В,С може да се изврши на два начина. 


Прв начин: 


Применувајќи ја особината за еднаквост на два полинома, од левата и десната страна на равенството, со 
изедначување на коефициентите пред соодветните степени на променливата 2 се добива системот 
линеарни равенки 


Едиацоп: 
АТ-ВчСс-О 
А -3В - 2С - 18 
-бА -- -б 
со чие решавање се определуваат вредностите на коефициентите: А -- 1,В -- 2,С -- --3. 


Втор начин: 


Се поаѓа од равенството 
Едиацоп: 


1За-- 6 -- А(е - 2)(е 3) ч- Вх(е 3) ч- Сх(а - 2) 


кое е задоволено за секоја вредност на г:,па специјално тоа е задоволено и за нулите на полиномот од 
именителот: 1 -- 0,2 с- 2,23 -- --3. 


Заменувајќи за г: -- 0, се добива --б -- --бА -5 Ас 1, 


за г -- 2, се добива 26 - 6 -- 2В(2 - 3) --. В-- 2, 


а за г -- --3, се добива --39 -- 6 -- - 3С(-3 - 2) -5 С - -3. 


По определување на непознатите коефициенти, подинтегралната функција се запишува преку сума од 
елементарни дробнорационални собироци 


134--б 


нат 2 СЗ 
чја-бх а е хо На ХЕ? 


а после интегрирање на двете страни од ова равенство се добива решениоето на интегралот 
Едиацоп: 


1386 1 2 Сд 
Ј е ах- Ј ан Ј ас Ј ак Ш|а| ча |а-2|-За| аз | зо, 
38 ад -- бх Би 9 ед 


и со средување на логаритамските функции решението е 
Едиацоп: 


13а -- 6 | е | (е - 2)? 
ско Што Со 
Езерото е. | а -- 3 3 Н 


Тип П. Именител со еднакви линеарни фактори 


Ако при факторизација на именителот кој е од полином од т --ти ред се добие линеарен фактор но на 
степен К,(2 “. Ќ сп), на секој фактор од облик (2 -- а)К во разложувањето на функцијата му 


соодветствуваат К елементарни дробнорационални функции од обликот 


чии коефициенти Ај треба да се определат. Интегралите од овие собироци се 


дробнорационални функции бидејќи 
Едиацоп: 


А А 
Јод ред 


затоа решението на вториот тип дробнорационални функции е сума од логаритамски и вакви 
добнорацинални функции. 


Пример 3. 


Да се пресмета 
Едиацоп: 


Зх-Е5 
Ј О т Ах. 
чз9-- а“ --фе-Е1 
Согласно на постапката за интегрирање дробнорационални функции, именителот се факторизира: 


“3 -аа-а рас (е1)(е - 1). 


Бидејќи линераниот фактор г -- 1 е со степен 2, разложувањето на подинтегралната функција е 


Зх5 Бе Зх5 А | Геј С 


ч8 ае (ете ан (еу ТО ао 


По множење со именителот 
Едиацоп: 


Зх 5 А(е- 1)? ч- В(е 1) С(е - 1)(а 1) 


и после средување на полиномот од десната старна на равенството 
Едиацоп: 


ЗхБбо (АОјг? 4:(В-- ЗА) БА ВО, 


коефициентите се определуваат преку ситемот равенки 


Едиацоп: 
АТСс- 0 
В- 2А--3 
АТЈ-В-С-5 


1 
ТВ -40--- 


којна 


со решенија А 


Од разложувањето на подинтегралната функција 
Едиацоп: 


(ечсау(е-1)2 аа" (е-1)2 а-а 


Зх 5 Во со. И 1/2 


и нејзиното интегрирање 


ек ана „Ј енчктА а Фе Ју 


Ш|аа| „4 "ша |г 1 | НС 


се добива решението 
Едиацоп: 
Зх-Е5 1 ј: | а 1 | 4 
ро 
(е --1)(е -- 1)2 2 ја-1ј. аа 


Тип Ш. Именител со различни квадратни фактори 


Третиот тип дробнорационални функции е случајот кога во факторизација на именителот се јавуваат и 
различни квадратни изрази од обликот ах? -- Бх -- с кои неможат да се редуцираат на линерни. На секој 
ваков квадратен фактор при разложување на подинтегралната функција му соодветствува елементарна 
дробнорационална функција од обликот 

Едиацоп: 


Ах-Вв 
ах2 -Бхе! 


во која константите А,В треба да се определат. Интегралот од оваа функција е 
Едиацоп: 


А в 1 
СИНА НАЕИ “ој АЈ за кај Ах -- 
ах -Брхе ах -Бхре ах2 --Бхе 
Едиацоп: 
А 2 1 А 2 Б-6б 1 
Со за кај Ах с- Ј ЗачЕН кв ах с 
2а ах2 --Бхе ах Брхе 2а Ј ах2--рх-е ах2 --рхе 
Едиацоп: 
А Хах --ф6 АБ 1 А Ар 
ај стекна ера ај јат оо офоеонолор(В чу 
да Ј ах2-рхте зе а Еситит т 2а ќ( 5 


Како што се гледа, интегралот се сведува на два веќе познати за решавање интеграли Ц И БА Првиот 
интеграл е 


ЦП Ја ах Ш | ака кое | ЗС, 


а вториот интеграл е 


-. -. 4 1 
Ј ариеЧК с Ј- гија с) ЧХ с- а ј (еј И е Чх, 
ЕС 


кој во зависност од вредноста на коефициентите е некој од табличните интеграли. 


Пример 4. 


Да се пресмета 


ЕЗ 
1--г4 


Најпрво се факторизира именителот: 
Едиацоп: 


1аќчс( га чаѓус( - а) аа ча). 


Именителот соджи два различни линеарни фактори и еден квадратен, па затоа припаѓа на третиот тип 
дробнорационални функции и се разложува на 


5. А | В | Схр 


Таа Теа ГТ Де То дуад ? 


и се добива равенството 
Едиацоп: 


АП капа чаѓ)з Ва- а) ча?) (Ск р)().- г?) 
преку кое се поределуваат коефициентите А,В,С,Г. Нека за таа цел го примениме вториот метод со 
задавње на вредности за Жг. 


Ако замениме зат - 1-5 1- А-2-29-.Д- “ 


зат -1-51-В.2-2-В- 4 


зат -0-50- АВ Џризат -2-4- А-8-5 В.(-1)-5 - (2О 4 П0)(-3), 


од каде се добива ситемот равенки 


Ециацоп: 
АТС-ВТ-Пр-О 
1554 - 5В - 6С-- 30 -- 4 
и од веке пресметаните А -- В -- 1, од првата равенка коефициентот Ј) -- -- А - В -- ----, додека од 
втората равенка 5 1 6С - : с45С- 0. 


Со оваа постапка дробнорационалната функција ја разложивме на елементарни дробнорационални 
собироци 


2 Шо МИ ја 
1-4 1-2 Тре ТО Туад? 


а нејзиниот интеграл е 


Едиацоп: 
22 ра 1/4 ЕМА 
Јессфе-- Ј тек Јуедк Ј ак -- 
1 
ааа Ааа | - Загскаде Ч С-- ае !агскапа - С. 


Тип ГУ. Именител со еднакви квадратни фактори 


Нека именителот на подинтегралната дробнорационална функција е полином од т --ти ред кој содржи и 
квадратни фактори кои не се линеаризаираат и нека тие се од обликот (ах“ -- Бх -- с)К,2 ск сп. На 
секој ваков фактор од именителот во разложувањето на дробнорационалната функција му 
соодветствуваат К елементарни функции (дропки) од облик 


Едиацоп: 
Ак Ве Аја нВка Азг -- Њ Ај В 
(ах2 Ех е)к? (ах рх е)? "(ах хр е)д"аха Срхре! 
чии коефицинети А,,В;(е -- 1,--- ,К) треба да се определат. 
Пример 5. 
Да се пресмета 
Едиацоп: 
ЧО ене 
Њ (21)? 


Именителот (г? -- 1)? не може да се разложи на линеарни фактори, туку тој е квадратен фактор Жг? -- 1 
и тоа на степен 2. Затоа дробнорационалната функција се разложува 


Едиацоп: 
еаје-1 Ах-В , Схур 
(една) (ед а) ааа 
од каде 
Едиацоп: 


едра 1- Ах Вч(Сх р)(еѓ 1) 


и по средување на полиномот од десната страна на равенството 


аЗ ра -1- (хр (АчС)угч- ВП 


и примена на методот на неопределени коефициенти се добива ситемот равенки 
Едиацоп: 


Сс-1 
ре 
Ат-С-1 
Вч-ПО--1 


со решенија А -- ОВ -- -1,С -- 1,0) - 0. 


По опредеување на разложувањето 


ха-1 от -1 
(Ф2-Е1)2 (Ж2-Е1)2 


ПЕЕ: 
ДЕРСКЕТ 


равенството се интегрира 


ГЈ аесрак- ЈЕе 


(з2чЕ1)? 


Л Ба аа 
и Фк Ј ау 


Та е ах а 
(е? ЧкЕ з „Ја ха ФК 
2 


Гоу Ј танучк зш(ед ч 1) - 


Ј ср Ј нар ах Јш(а2 1). 


За вториот интеграл се применува парцијална интеграција: 


Едиацоп: 
иа би ќа 
са Ка Ене сечи ЧЕ... 
фу“ теЧЕ ас Југ жа СВ: Ак а 
и затоа 
Едиацоп: 
1 1 1 1 
Т -- --агс Фе | ах --Ш(е? 1) - 
агскапа: а ан „ша“ 1) 
Едиацоп: 
ќ ед ј тј (е а)чо 
с- --агскапе ј агскапг - па“ КС, 
2(х2 1) 2 2 
и по средување, интегралот е 
Едиацоп: 
1 Би 1 2 
Ј- “тр аРораци зае зат - 5 ша - 1) - С. 


